CADENAS DE MARKOV EN
TIEMPO DISCRETO



PROCESOS ESTOCASTICOS Y DE MARKOV

 Un fenomeno aleatorio es un fendmeno empirico
que obedece a leyes probabilisticas en lugar de
deterministicas.

 Un proceso estocastico es un fenomeno aleatorio
gue surge en un proceso que se desarrolla en el
tiempo de una manera controlada por medio de
leyes probabilisticas.

e Asi, un proceso estocastico es una familia de
variables aleatorias que proporcionan una
descripcion de la evolucion de un determinado
fenomeno fisico a traveés del tiempo.



Proceso estocastico en tiempo discreto

' Numerable {ann — 031325_”}

Proceso estocastico <

{X(f}) g t € T} Proceso estocastico en tiempo continuo
/ T intervalo de la recta real {X(t) : t > []}

X (t) estado del pfoceso en el instante t

T conjunto de indices del proceso

Espacio de estados del proceso es el conjunto de todos los valores posibles que puede
tomar la variable aleatoria X (t)

Clasificacion de Procesos Estocasticos: Ejemplos:

Jugador con 3 euros y en cada jugada puede
ganar o perder 1 euro con probabilidad p y 1-p.
Deja de jugar cuando tenga 0 o 6 euros.

Tiempo discreto y espacio de estados discreto.

Tiempo discreto y espacio de estados continuo. Cantidad de agua almacenada en un pantano

Numero de ordenadores ocupados en un

i ) i ] centro de calculo
Tiempo continuo y espacio de estados continuo. _ntidad de agua almacenada en un pantano

Tiempo continuo y espacio de estados discreto.



La Teoria de la Probabilidad se ha centrado fundamentalmente en el estudio
de la independencia y sus consecuencias

P(X,€ An, Xn-1€ Ap—1,...,X0 € Ap)
=P (Xn € An) P (Xn_1 € An—l) ... P (X[} € A{})

Un Proceso de Markov es un proceso estocastico que verifica

P(Xpp1€Ani | Xn€An,...,.Xo€Ay) =P(Xpp1 €An1 | Xn€Ayp)

Interpretacion de un Proceso de Markov:

P(Xn—{—l EAn—{—la-'-:Xn—{—mEAn—{—m ‘ XnEAm-”:XﬂEAD)

Futuro Presente Pasado

Futuro Presente

Las predicciones del futuro del proceso, una vez conocido el estado actual,
no pueden mejorar con conocimiento adicional del pasado.



Cadena es un proceso estocastico con espacio de estados discreto.

Cadena en tiempo discreto es un proceso estocastico en tiempo discreto con
espacio de estados discreto

Cadena en tiempo continuo un proceso estocastico en tiempo continuo con
espacio de estados discreto

CADENAS DE MARKOV EN TIEMPO DISCRETO

Un proceso estocédstico {X,,n =0,1,2,...} es una cadena de Markov en
tiempo discreto (CMTD) si para cadany z; € S,j=0,...,n+ 1, se verifica

P(Xpi1 =Tnix | Xn =@y 1 Xop=720) = P (Xpi1 = Bpii | Xn = Tn) .
La probabilidad condicional

pmnmﬂ+l(n) =P (Xn+1 = Tp+1 | Xn — mn) y TnyTpy1 € S

se denomina probabilidad de transiciéon en un paso del estado z,, al z,.1 en
el instante n + 1.




Sin pérdida de generalidad y para simplificar la notacién,
escribiremos la probabilidad de transicién en un paso del estado ¢z al estado j
en el instante n + 1 como

pij(n) = P(Xn1 =7 | Xn=14), 4,5 €8

La CMTD se denomina homogénea si p;j(n) no depende de n, es decir,

P(Xn+1=j|X :i)ZP(Xn+m+1=j|Xn+m=i)

En tales casos escribiremos p;; en lugar de p;;(n).

La matriz formada por las probabilidades de transicién en un paso se de-
nomina matriz de transicion o matriz de probabilidades de transicién y toma

la forma
0 1 2
0 [ poo po1 pPoz -\
p—- 1 Pio P11 P12 -
2 P20 D21 P22

\ ; ; /



P es una matriz cuadrada no negativa cuyas filas suman la unidad, es
decir, 0 <p;; <1y Zj pi; = 1 para cada 7 € S. Por lo tanto, P es una matriz
estocdstica.

Graficamente, una CMTD con espacio de estados finito se puede represen-
tar mediante un diagrama de_transicion, es decir, mediante un grafo dirigido
finito, donde cada nodo representa un estado de la cadena, los arcos repre-
sentan las posibles transiciones entre estados y sobre los arcos se indican las
probabilidades de transicién entre los estados representados por los nodos
unidos por cada arco.

Ejemplo (Sistema de comunicaciones) Consideremos un sistema de
comunicaciones que transmite digitos 0 y 1. Cada digito debe pasar por varias
fases, en cada una de las cuales hay una probabilidad p de que el digito que
entra coincida con el que sale. Las fases son independientes entre si.

D, sii=j p_( P 1-p @_\‘
'Pm'jz{ .., P (1_p D ) p \_@DP



Ejemplo (Fiabilidad de un sistema) Se sabe que un sistema fallar4
o no dependiendo de si ha fallado o no el dfa anterior. La probabilidad de
que falle un dia sabiendo que ha fallado el dia anterior es de 0.7, pero si
no ha fallado el dia anterior es de 0.2.

0.3
s A
0,7 0,3
0.7C<@\_9:) 0.8 P = ( 0,2 0,8 )
0.2

Ejemplo (Transformando un proceso en una cadena de Markov)
Consideremos de nuevo el Ejemplo 7.2 en el que ahora suponemos que el estado
en el que se encuentra el sistema un dia depende de lo que ha ocurrido los
dos dfas anteriores. Concretamente, supongamos que si fallé ayer y falla hoy,
fallarda manana con probabilidad 0.8; si estd fallando hoy pero no ayer, entonces

fallard manana con probabilidad 0.6; si fall6 ayer pero no hoy, entonces fallara
manana con probabilidad 0.4; si no ha fallado ni hoy ni ayer, entonces fallara

manana con probabilidad 0.1. 0.2
0 = fall6 ayer y hoy, 0) 04 0,8 0,2 0 O
1 = fall6é ayer pero no hoy, 0.8 0.6 p_ o 0 04 06
2 = no fall6 ayer pero si hoy, 0.6 106 04 0 O
3 = no fallé ni ayer ni hoy. 2 0.4 (:) f) 0 0 01 09
Y~ 09

0.1



La distribucién de probabilidad de Xo, w° = (WB,W?,W%,. : ) con Y =
P (Xo =1), se denomina distribucién de probabilidad inicial.

Una cadena de Markov queda determinada si se conocen las probabilidades
de transicién, p;;, y la distribucién de probabilidad inicial, 0.

P(X[]z ?:U:Xlz?:lz"'!X'rL: ?"ﬂ)
— P(an in ‘ Xn1=tp_1y...,Xo= Z'[]) ---P(X1=’£1 ‘ Xo= iU)P(XU: iﬂ)

= P(an In ‘ Xn—1= iﬂ—l) R (X1= 11 | Xo= r"EU) P(XU: iU)
= Pi, 1inPin_oin-1"" 'piniiﬁgﬂ'

COMPORTAMIENTO DE TRANSICION

Comencemos esta seccién estudiando los tiempos de permanencia de la ca-
dena en cada estado. Supongamos que la cadena esté en el estado 7. Entonces,
permanecera en el estado ¢ en el préximo paso con probabilidad p;; y dejara
el estado 7 con probabilidad 1 — p;;. Por lo tanto, la probabilidad de que la
cadena permanezca en el estado 7 exactamente m pasos, supuesto que hemos
comenzado en ese estado, es pl; (1 — ps;), es decir, el tiempo de permanencia
en el estado ¢ se distribuye geométricamente.




Las probabilidades de transicién del
estado ¢ al estado 7 en n pasos se denominan probabilidades de transicién en
n pasos y se denotan como

p) =P(Xn=3|Xo=1)=P(Xnim =7 | Xm = 1)

de tal forma que pg.) = Dij-

ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

o0
Pig?ij) =P (Xpntm =7 | Xo=1)= > P(Xntm =7, Xn =k | Xo=1)
k=0
o0
=;§:P(Xn+m=j Xn=kXo=19)P(X,=k| Xg=1)
—0
o0

S P(Xpim=4 | Xn=k)P(Xn=F | Xo=1)
k=0

= > i p) = > o).
k=0 k=0



Si denotamos con P(™ la matriz de transicién en n pasos, lo que nos estan
diciendo las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov es que

p(ntm) — pn)plmn)
Por lo tanto,

p@ — pLOpl) — pp
PGB = p@pP = p3

Una vez conocidas las probabilidades de transicién en n pasos calculemos
la, distribucion marginal del paso n-ésimo

P(Xn=j)=Y P(Xn=j|Xo=1)P(Xo=1)=Y pn?.

Si " = (ng, 7w}, 75,...), con 7 = P (X, = 1), designa la distribucién de
probabilidad en n pasos, la forma matricial de la expresién anterior es

" = 7iP".



Ejemplo 7.4 (Continuacién del ejemplo de Fiabilidad de un sistema)

1. ;Cuél es la probabilidad de que el sistema falle dentro de cuatro dias
sabiendo que hoy no ha fallado?

2. (Cudl es la probabilidad de que el sistema falle el cuarto dia sabiendo

que inicialmente la probabilidad de fallar es de 0.4 y la de no fallar es
de 0.6, es decir, sabiendo que la distribucién inicial es 70 = (0,4,0,6)7

4
Pgo) = P(X4=0]|Xo=1)
2 _ _ (0,7 0,3 0,7 0,3 0,55 0 45
pr=pr= ( 0,2 08 0,2 08 0,3
pi_p2p2_ (055 045 0,55 0,45 _ 0,4375 0,5625
0,3 0,7 0,3 0,7 0,375 0,625
y

P%) =P(X;=0]| Xy=1)=0,375

1
P(Xy=0)=Y pQn? = 04375 x 0,4+ 0,375 x 0,6 = 0,4
i=0
ml = 7P = (0,4,0,6)
w2 = a'P% = x'P = (0,4,0,6) 0,4375 0,5625
LA 4 _ _ 04 __ y ’ _
3 — 70P3 — 2P — (0,4,0,6) n* =an"P* = (04,0,6) ( 0375 0625 ) = (0,4, 0,6)
4—11'UP4—1T3P— (0,4,0,6)
/
P(X;=0)=m5=04



Estado esperado en el instante n suponiendo que se parte del estado i:
o0 o0
E(Xn| Xo=1)=Y jP(Xo=3| Xo=14) =Y jpi}
j=0 J=0
Estado esperado en el instante n:

E(Xn) = 3P (Xn =) = 3 5 Sond
J= J=v v

Ejemplo (Continuacién del ejemplo de Fiabilidad de un sistema)

1. ;Cudl es el estado esperado dentro de cuatro dias sabiendo que hoy no
ha fallado?

2. ;Cudl es el estado esperado para el cuarto dia sabiendo que la distribu-
ci6én de probabilidad inicial es 7° = (0,4,0,6)7?

1
E(Xe| Xo=1)=Y jp\7 =0x0375+1x 0,625 = 0,625
§=0

1
E(Xg)=Y 7Y p)nd =0x04+1x06=0,6
j=0 i



Si queremos realizar el cdlculo de la matriz P™ de forma eficiente,

P = HDH! —_— P" — HD"H !

T

H matriz de autovectores D matriz diagonal de autovalores

(P —AI)x =0, M0 0
D— 0 X

D 0

0 --- 0 X

P—\| =0

COMPORTAMIENTO ESTACIONARIO

Ejemplo (Continuacién del ejemplo de Fiabilidad de un sistema)
p_ ( 0,7 0,3 ) ., pro [ 055 0,45 _, pt— [ 04375 05625
0,2 0,8 0,3 0,7 0,375 0,625

0,40234 0,59766 6 _ [ 0,40001 0,59999 pr (0,4 0,6)
P8=(0,39844 0,60156 )" ¥ (0,39999 0,60001 )™= n—co \ 04 0,6

7" =7'P" — 7w = (mg,mq,...)
N—0



Ejemplo Consideremos la CMTD con matriz de transicién

1 0
P2—(0 1)_,]?3—((1) [1))_. P4—([1) ?)—; P5—(? é)-»P”notienelfmite

Ejemplo 7.9 Consideremos la CMTD con matriz de transicién

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
0 0 1/3 2/3
0 0 2/3 1/3

P—

1/2 1/2 0 0 0 = (1,0,0,0)= 7" = ®'P" — w = (1/2,1/2,0,0)
1/2 1/2 0 0 : :

nooo |0 0 1/2 1/2 ) o (00,0,1) = a =aP" — 7= (0,0,1/2,1/2)
0 0 1/2 1/2 n—00



Clasificacion de estados

el estado j es accesible desde el estadoi @ — 7. si pg"'?’) ~ () para algin n > 0.

Dos estados i v _j comunican, denotado como i < j, si son accesibles entre
si.

Si, por definicién, denotamos

0 . .
P =P(Xg=1i| Xg=1)=1,
P =P(Xo=j| Xo=1i)=0, sii#]

Proposicién 7.1 La relacion de comunicacion es una relacion de equivalen-
cia, es decir, verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Demostracién. La relacién de comunicacién, <, es:

i) reflexiva, ya que i < 4, Vi, al ser p(m =1> 0;

11

i) simétrica, ya que sii < j < In, m tal que p™ >0y p™ >0e o i

i ji

i) transitiva, ya que si i < j (Eln, m tal que pgj >0y pg?j > {]) y j ek
(Eln’,m" tal que ;o;n!} >0y pg’f”’) > U) = 1 < k pues In+n',m+m’ tal

, (m-+m’)

V= > ) > pPp%) > 0y o) = > p™pl >
J 52

r=0 r=0

péﬂ_’f)p;?} > 0. VAN

que p,E?”



Por lo tanto, podemos considerar clases de equivalencia con respecto a la
relacién de comunicacién: dos estados que comunican estdn en una misma. clase
de comunicacién.

Si todos los estados de una cadena de Markov comunican entre sf, es decir,
si la cadena consta de una sola clase de equivalencia, se dice que es irreducible.

Ejemplo La cadena de Markov con matriz y diagrama de transicién
0,7 0,3 0 0.3 0.8
P=[02 0 08 C@:-}Dﬁ@)
ool 07T T

es irreducible

Ejemplo 7.11 La cadena de Markov con matriz y diagrama de transicién

/0505 0 0 0 ) C@f”_“‘ ke
02 0 06 0 0,2 Nl 1
P=| 0 0 1 0 0O 0”3;2 0.2
0 0 0 0,7 03 '
\ 0 0 0 1 0 ) @

no es irreducible, al tener tres clases de equivalencia: {0,1}, {2} y {3,4}.



Para un estado i, sea f; la probabilidad de que comenzando en el estado 1,
el proceso vuelva a entrar alguna vez en él. Entonces, el estado i es recurrente

si f; =1y es_transitorio si f; < 1.

Proposicién El estado i es recurrente si y sdlo si ) pgﬂ = 00 y transi-
= (m) "

torio si y sélo st ) p;;’ < oo.
n=1

Corolario El estado i es recurrente si y sdlo si comenzando en el estado

i, el nimero esperado de instantes que la cadena estd en i es infinito.

Definamos
1, si Xpp =1
A, = . .
0, si X, #1
o0
Entonces, el mimero de instantes que la cadena estd en el estado i es > A,
n=>0

v el nimero esperado de instantes que la cadena estd en ¢ es

8 108
ke

E(ZA“XD:i) E(A, | Xo=9)=3 P(X,=1i| Xy =1)
n=>0 n=>0

=
Il
o



Corolario El estado © es transitorio si y sdlo si comenzando en el estado
i, el nimero esperado de instantes que la cadena estd en i es finito.

Corolario En una cadena de Markov con espacio de estados finito no
todos los estados pueden ser transitorios.

Corolario St el estado i es recurrente y j comunica con i, entonces j es
recurrente, es decir, la recurrencia es una propiedad de clase.

. . = (k + : :
Demostracién. Si i es recurrente ) p&ij = 00 y cOoImo j comunica con i, en-
k=1

tonces In, m tales que p;} > [}ypgj ™) 5 0. Ademsés, p§ﬂ+k+m) > pgz)pgf)pgl} Vk.
Por lo tanto,

oo ( 0]
n—}—k—l—m
PO DI S o ZP
k=1 k=1
por lo que j es recurrente. VAN
Corolario St el estado © es transitorio y j comunica con i, entonces j es

transitorio, es decir, ser transitorio es una propiedad de clase.



Corolario Todos los estados de una CMTD irreducible finita son recu-
rrentes.

Ejemplo Consideremos la CMTD con matriz y diagrama de transicién

0.2
gl
08 02 0 0 {},8C(@/ﬂ
| 0 0 04 06 04 o
=11 0 0 o IC
0 0 01 09 @&D
0.9

6

0.1
Ejemplo Consideremos la CMTD con matriz y diagrama, de transicién
0.2
/08 02 0 0 0 ) 0.8(@)
07 0 0 03 0 5 ]
P = 0 0 05 05 0 0.6 + 0.3
0 0 1 0 0 ; 4@\ .
0o 0 06 0 04 :
\ / N &



Un estado recurrente ¢ se dice que es recurrente positivo si comenzando
en t, el tiempo esperado hasta que la cadena vuelva al estado 7 es finito. Por
el contrario, si el tiempo esperado hasta que la cadena wvuelva al estado i es
infinito, se dice que es recurrente nulo.

Proposicion Si el estado i es recurrente positivo y j comunica con t,
entonces j es recurrente positivo, es decir, la recurrencia positiva es una
propiedad de clase.

o8]

Demostracién. Si i es recurrente positivo entonces »_ kp,gf ) < o0 ysig
k=1

comunica con ¢ entonces dn,m tales que p(-’r-lj >0y p(m) > 0. Ademsés,

ji i
p§?+k+m} > p_!;?)piz }pij ™) k. Por lo tanto,

k
0> ka2 3 (0 + k-4 mpl ™ 2 gDl kaw

k=1 k=1
por lo que j es recurrente positivo. VAN
Corolario En una cadena de Markov con espacio de estados finito, todos

los estados recurrentes son recurrentes positivos.



Corolario Todos los estados de una cadena de Markov irreducible pertene-
cen a la misma clase, es decir, o bien todos son de transicidn, o todos son
recurrentes nulos o todos son recurrentes positivos. En particular, si la cadena
de Markov es finita todos los estados son recurrentes positivos.

El estado ¢ tiene periodo d si p,i{f’ = 0 cuando n no es divisible por d y d

es el mayor entero con esa propiedad, es decir, d es el mdximo comin divisor
del conjunto

{nl"_?[}:p,g?j}{]}.

Un estado con periodo 1 se dice aperiddico. Es decir, el periodo de un estado
¢ de una cadena de Markov es el médximo comiin divisior del nimero de pasos
necesarios para volver al estado ¢ supuesto que se ha partido de él.

Proposicién Si el estado i tiene periodo d y j comunica con i, entonces
j tiene periodo d, es decir, la periodicidad es una propiedad de clase.

Ejemplo Consideremos la CMTD con matriz y diagrama de transicién
I
0100 @f_“‘
p_ 0 0 0 1 @11
1 0 00 l(®
0 010 @



Fl estado ¢ es absorbente si y sélo si ningin otro estado de la cadena es
accesible desde él, es decir, si p;; = 1. El estado ¢ es ergddico si es aperiédico
y recurrente positivo. Las cadenas de Markov que tienen todos los estados
ergddicos se denominan ergddicas.

Teoremas Limite

El vector de probabilidades w = (mg, 71,79, ..)
de una CMTD se dice estacionario si cualquier transicién de la cadena de
acuerdo con la matriz P no tiene efecto sobre esas probabilidades, es decir, se
verifica

m #
mj = ). MiPij,j >0

1=0

o0
> mi=1
=0

J

7w =mP,
w1l =1.



Ejemplo (Continuacién del ejemplo de Sistema de comunica-
ciones) Consideremos el Ejemplo

0,7 0,3
b= ( 0,3 0,7 ) '
Entonces, el vector de probabilidad estacionario se obtiene resolviendo

7o = 0,7mg + 0,31
m = 0,379 + 0,77y
mo+m =1

cuya solucién es w = (mg, 1) = (0,5,0,5) . O

El vector de probabilidades *# = (7,1, 7g,...) de una CMTD se dice
limite si

7t = lim 7" = lim 7w°P" = 7 lim P" = #'P.
TL—O0 TL— 30 TL— 30

El vector de probabilidades & = (7, @1, 79, ...) de una CMTD se dice el
unico vector de probabilidades de equilibrio de la cadena si P™ y @™ convergen
a P y 7, respectivamente, independientemente de la distribucién inicial 79,

o0
cada 7; >0,Vie Sy S 7 = 1.
i=0




Ejemplo (Continuacién del ejemplo de Sistema de comuni-
caciones)

P = lim P" = lim (0’7 0, )”:(0,5 0’5).

e s \ 0.3 07 05 05
[(To T1 T2 ocee )

- ) n g T o

P=lim P"=1 z 7 #

= lim " = lim #* 'P = #P
TL— D TL— D



Ejemplo Consideremos la CMTD con matriz y diagrama de transicién
p_ 1 0
=01 ICOMOV]

= Existe un nimero infinito de vectores de probabilidades estacionarios

= P" tiene limite
f’:]i'mP”:(l 0)

n—00 01

y las probabilidades limite 7 existen y son idénticas a la distribucién

inicial & = 7P = «V.

= No existe un tnico vector de probabilidades de equilibrio.



Ejemplo

1
r=(10) & @
|

» Existe un tinico vector de probabilidades estacionario w = (0,5, 0,5)

= P" no tiene lfmite. Por lo tanto, las probabilidades limite 7 no existen.

» En consecuencia, no existe un tinico vector de probabilidades de equili-
brio. L]



Ejemplo Consideremos la CMTD con matriz y diagrama de transicién
0.5
(05 05 CCfﬁ“
b= ( 0,5 0,5 ) 0:5 k..___.@o's
0.5

» Existe un tnico vector de probabilidades estacionario # = (0,5,0,5)

= P" tiene limite
~ 0.5 0,5
— "y o 1 1
P_ﬁﬁp'_(m5m5)

7 existe y es independiente de la distribucién inicial

7 =n"P =(0,5,0,5).

» Existe un unico vector de probabilidades de equilibrio y coincide con el
estacionario, # = 7 = (0,5,0,5) . O



Ejemplo Consideremos la CMTD con matriz y diagrama de transicién

e=(51) 0O

0 1

» Existe un tinico vector de probabilidades estacionario @ = (0, 1)

» P" tiene limite

n—o0 01

f):]me”:(U 1)

y las probabilidades lfmites 7 existen, son independientes de la distribu-
cién inicial y son idénticas a la tinica distribucién estacionaria

7=m=(01).

= Por 1ltimo, no existe un 1inico vector de probabilidades de equilibrio. Los
elementos del vector de probabilidades estacionario no son estrictamente
positivos. []



Teorema St P es la matriz de transicion de una cadena de Markov fini-
ta, trreducible y aperiddica, existe una unica distribucién de probabilidad de

equilibrio, es decir, existe una 1Unica distribucidn que satisface
T=7P

o0
DT =1
3=0

Ademds, para cualquier distribucidn inicial °, se tiene

x = lim #" = lim =°P",
—D0 TL—+ 0

con m; > 0, Vi.
(n)

Teorema Para una cadena de Markov ergddica e irreducible existe lim p;.,
n—os

y es independiente de i. Ademds, haciendo w; = lim pg),j > 0, entonces m;

— 20

es la tUnica solucién no negativa de

o0
;=) TP, Jj =0
i=0
o0
?Tj :1
—0

J



Ejemplo 0.3
A T
(0,7 0,3 @
P = ( 02 08 ) 0.7C | ‘\_Q'_){}.S
0.2

La cadena es finita, irreducible y aperiédica. Por lo tanto, existe la distribucién
de equilibrio 7 = (m, m1) = (0,4, 0,6), que es la solucién del sistema

mo = 0,7mg + 0,271
& ¢ mp = 0,319 + 0,87,
o+ 11 =1

(ﬂ—ﬂawl) = (?Tl{],?Tl)P
mo+m =1



Ahora veremos qué ocurre cuando algunas de las condiciones de los teore-
mas anteriores no se verifican, es decir, cuando las cadenas no son irreducibles
y aperiddicas.

En primer lugar, supongamos que P es reducible con clases recurrentes
Ri1,Rg,..., R, y clases de transicién T17,T5,...,T;. Cada clase recurrente se
comporta como una subcadena de Markov.

Ejemplo
0

\ 0870 (D)

/08 02 0 0 O
07 0 0 03 0
P=| 0 0 05 05 0

0.7

0.6 10-3
0 0 1 0 0 @\ 0.5

\ 0 0 06 0 04) 0.4 @

0.5 1
, (05 05
P_(l 0

y (mo,m3) = (2/3,1/3) es la solucién de

mo = 0,672 + 73
= 73 = 0,079
o +m3 =1

(mo,m3) = (me, m3) P’
9 + Mg = 1



Supongamos ahora que P es irreducible, pero tiene periodo d > 1.

Proposicién Sea {X, :n=0,1,2,...} una cadena de Markov irreducible,
recurrente positiva y periddica con periodo d > 1. Entonces, existe solucion

tunica no negativa m; del sistema
oo
;= ) MiPij, j=>0
=0

Y. T =1
=0

y para cualquier distribucion inicial 0

1 1
fm — (ﬂ_l.’]Pﬂ-l—l + ____|_ﬂ_mPn+d) — lm - (ﬂ_n+1 + ____|_ﬂ_n+.:i) —
n—oo (] n—oo

7; representa la fraccién de tiempo a largo plazo que la cadena estd

en el estado ;.

m;. es el nimero esperado de pasos hasta volver a ¢



Ejemplo Consideremos la CMTD con matriz y diagrama de transicién

04 03

0.2
0.2
0,2 04 04 0.4 0.1
P=1|02 03 05 0.1
0,1 0,1 0,8
0.8

y nos preguntamos

1. ;Cual es la proporcién de tiempo, a largo plazo, que la cadena estd en
cada uno de los estados?

2. Cudl es el mimero medio de iteraciones para que la cadena vuelva al
estado i supuesto que ha partido del estado 27

mo = 0,2mp + 0,271 + 0,172 B B
m = 0,47y + 0,37 + 0,179 m = (mo,m1,m2) = (3/23,12/69,48/69)
o = 0,4mp + 0,071 + 0,872 mo = 1/my = 23/3,

o+ T+ =1 my = 1/m =69/12 y mg = 1/m = 69/48,



